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Streszczenie 
 

W pracy wykorzystano ponad 40-letnie osiągnięcia wielu autorów zagranicznych i polskich 
w zakresie metod optymalizacji parametrów zawieszenia samochodu. Zaprezentowano, 
rozwiniętą przez autora, metodykę obliczeń optymalizacyjnych na przykładzie tłumienia 
wiskotycznego pasywnego zawieszenia pojazdu poruszającego się po nierównej, losowej 
nawierzchni drogi. Wykorzystano liniowy model zawieszenia ćwiartki samochodu oraz analizę 
transmitancji widmowych w wyznaczaniu wskaźników dyskomfortu i niebezpieczeństwa. 
Wyniki zaprezentowano w postaci bezwymiarowej funkcji celu, która stanowiła kryterium 
optymalizacji ze względu na komfort jazdy i bezpieczeństwo. Uwzględniono także 
ograniczenie ugięć zawieszenia. Graficzna postać tej funkcji, gdzie zmienną niezależną jest 
bezwymiarowy współczynnik tłumienia zawieszenia, przypomina poglądowe, jakościowe 
zależności przytaczane w wielu pracach innych autorów, co ułatwia interpretację wyników 
końcowych optymalizacji.  

Słowa kluczowe: optymalizacja, zawieszenie samochodu, model ćwiartki samochodu, 
tłumienie w zawieszeniu  
 
 

1. Wprowadzenie 
  

W dynamice samochodu wyróżnia się dwa główne nurty badań. Pierwszy dotyczy ruchu 
elementów pojazdu w kierunku pionowym (ang. ride) i zajmuje się głównie ruchem drgającym 
postępowym i kątowym w płaszczyźnie pionowej równoległej lub prostopadłej do płaszczyzny 
symetrii samochodu. Drugi to badania ruchu pojazdu w płaszczyźnie równoległej do drogi – 
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to kierowalność i stateczność z uwzględnieniem oddziaływania kierowcy (w języku angielskim 
pojęcia te łączy określenie handling). Obecnie oba te zagadnienia opisuje się łącznie, 
wykorzystując złożone modele symulacyjne [15, 17]. Przez lata rozpatrywano je jednak 
oddzielnie, co tłumaczono chęcią uniknięcia modeli zbyt trudnych do analizy [3]. Było to 
spowodowane stopniowym rozwojem metod i narzędzi badań dynamiki samochodów. Historię 
tę opisał skrótowo Crolla w pracy [3], odwołując się do wystąpień konferencyjnych Segela 
i publikacji firmowanych przez The Institution of Mechanical Engineers. Dopiero w latach 50-
tych XX wieku zaczęto stosować aparat matematyczny umożliwiający rozważania 
o charakterze analitycznym, z ograniczonymi możliwościami obliczeniowymi. Wprowadzenie 
technik komputerowych oraz metod badań liniowych i nieliniowych układów mechanicznych 
o wymuszeniu zdeterminowanym lub losowym dało możliwość stosowania rozleglejszych 
obliczeń z użyciem prostych lub bardziej złożonych modeli matematycznych. Szczególnie 
istotne są tu prace o charakterze monograficznym, stanowiące podstawę w trakcie budowy 
i analizy własności modeli o różnym stopniu skomplikowania. Autorzy z Europy Zachodniej 
i Ameryki Północnej w ten sposób traktują przede wszystkim prace Meirovitcha [16], 
Newlanda [20], Mitschke [17, 18] i Wonga [32]. W Polsce, oprócz wspomnianych, duże 
znaczenie przywiązuje się do prac Rotenberga [25], Kamińskiego i Pokorskiego [9], 
Osieckiego [21, 22, 23] , Kasprzyka i Prochowskiego [10, 11].  
Dopiero w latach 70-tych XX wieku pojawiły się publikacje poparte bogatymi wynikami 
obliczeń z użyciem komputerów. Prace te trwają do dzisiaj i obejmują szerokie spektrum 
zagadnień z obszaru dynamiki samochodu. 
Niniejsza publikacja sumuje ponad 40-letnie osiągnięcia wielu autorów zagranicznych 
i polskich w zakresie metod optymalizacji parametrów pasywnego zawieszenia samochodu. 
Szczegółowo opisana będzie optymalizacja liniowego tłumienia w zawieszeniu pojazdu 
poruszającego się po nierównej, losowej nawierzchni drogi. 
 
2. Przegl ąd literaturowy dotycz ący modelu „ ćwiartki samochodu” 

i jego zastosowa ń w optymalizacji parametrów zawieszenia 
samochodu 

Model ćwiartki samochodu (rys. 2) to układ o dwóch stopniach swobody, opisujący drgania 
pionowe części bryły nadwozia („masy resorowanej”) położonej nad jednym (tutaj jednym 
z czterech) kół samochodu oraz drgania mas związanych z kołem jezdnym („masa 
nieresorowana”). Oba elementy masowe są połączone równolegle działającym układem 
sprężyna-tłumik, obrazującym własności sprężysto-tłumiące zawieszenia danego koła. Masa 
nieresorowana oddziałuje z podłożem poprzez element sprężysto-tłumiący lub tylko sprężysty, 
odzwierciadlający własności sprężysto-tłumiące lub tylko sprężyste koła jezdnego w kierunku 
promieniowym. Niekiedy model przedstawiony na rys. 2 obrazuje nie ćwiartkę, ale „połówkę 
samochodu”. Struktura jest taka sama, natomiast podwajane są wartości parametrów. Modele 
o opisanej budowie pojawiły się w latach 70-tych XX wieku (na przykład prace [10, 17, 25, 26 
]). Wykorzystywane były w wielu publikacjach z lat 80-tych (np. [9, 14, 18, 28, 29]) i 90-tych 
XX wieku (np. [4, 11, 19]). W wieku XXI są wciąż przydatne w bardziej złożonych 
i rozleglejszych analizach, w tym w pracach syntezujących wyniki w postaci zaleceń dla 
konstruktorów pojazdów (np. [5, 6, 12, 24, 27, 30, 31, 32, ]). Są to zarówno modele liniowe jak 
i nieliniowe. Dotyczą analizy zawieszeń pasywnych, półaktywnych i aktywnych. Części prac, 
obok badań modelowych, towarzyszą badania eksperymentalne układów o strukturze zbliżonej 
do „ćwiartki samochodu” [12, 24, 30].  
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W XXI wieku model „ćwiartki samochodu” jest stosowany w wyrafinowanych algorytmach 
optymalizacyjnych, z poszukiwaniem rozwiązań Pareto-optymalnych [13, 33, 34], 
z uwzględnieniem losowego charakteru wybranych parametrów modelu (masy resorowanej 
wynikającej z trudnego do przewidzenia obciążenia pojazdu oraz sztywności opony zależnej 
od zmieniającego się w trakcie eksploatacji pojazdu ciśnienia pompowania, np. [5]), w ocenie 
rozwiązań zawieszeń o zmiennym tłumieniu, zawieszeń półaktywnych i aktywnych (np. [3, 4, 
5, 6, 27, 28, 29, 30, 31, 32]). 
Autorzy zdecydowanej większości prac opisujących wspomniane zadanie optymalizacji 
wymieniają trzy główne kryteria oceny, dotyczące: minimalizacji miar dyskomfortu kierowcy 
i pasażerów oraz zmian reakcji normalnej w kontakcie koła z drogą, a także z ograniczenia 
ruchu roboczego zawieszenia [3, 4, 5, 6, 10, 11, 17, 18, 19, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]. 
W publikacji [28] podsumowano dotychczasowe (do roku 1987) prace dotyczące wpływu 
tłumienia wiskotycznego w zawieszeniu na miary dyskomfortu i bezpieczeństwa (zmian siły 
promieniowej w oponie). Wskazano na sprzeczność wymagań – zobrazowano to w pracach 
[24, 30] – patrz np. rys. 1, gdzie autor zaznaczył przykładowy subiektywny wybór poziomu 
tłumienia. Rysunek ten ma charakter poglądowy i jako taki jest stosowany w praktyce. Jego 
treść jest jednak tak sugestywna, że autor niniejszej publikacji będzie dążył do wyrażenia 
kryteriów optymalizacji w formie zbliżonej do rys. 1, ale z wykorzystaniem mierzalnych miar 
oceny. Wzrost tłumienia wiskotycznego w zawieszeniu pogarsza komfort, ale polepsza 
bezpieczeństwo. Wątpliwości budzą wartości odpowiadające bardzo małemu i bardzo dużemu 
tłumieniu. Sugerują, że najwyższy komfort odpowiada bardzo małemu tłumieniu a wysoki 
poziom bezpieczeństwa – bardzo dużemu tłumieniu. Autor niniejszej pracy uznał, że te 
fragmenty krzywych poglądowych z rys. 1 powinny być zweryfikowane w trakcie obliczeń. 
Przytoczone wcześniej prace prezentują wyniki, które mówią także, że wzrostowi tłumienia 
wiskotycznego towarzyszy zmniejszenie zakresu ruchu roboczego zawieszenia.  
Większość autorów przytaczanych prac przyjmuje jako wymuszenie gaussowski stacjonarny 
proces losowy w dziedzinie długości fali L [m], liczby falowej 1/L [1/m] lub częstości kołowej 
drogi Ω = 2·π/L [rad/m]. Zakres branych pod uwagę długości fal to: 0,26–66,8 m [25],  
0,1–100 m [28] lub 0,3–100 m [17, 18]. Uwzględniane są wygładzające własności ogumienia 
[2, 3, 14, 15]. Rozważany zakres prędkości sięga nawet 10–50 m/s (36–180 km/h) [6]. 
W wyniku wyboru zakresu długości fal nierówności i prędkości pojazdu określane jest pasmo 
częstotliwości drgań brył modelu. Jest ono jednak ograniczane ze względu na własności 
badanego obiektu lub analizowanego zjawiska (komfortu czy też oddziaływania koła 
z podłożem). W przytaczanych publikacjach wybierano pasma:  

• od 0–8 Hz do 0–14 Hz [26];  
• 0,25–15 Hz [29];  
• 0–20 Hz [19, 31]; 
• 0–25 Hz lub 0–30 Hz [17, 18, 30];  
• 0–50 Hz lub 1–60 Hz [32];  
• 1–80 Hz [30]; 
• 0–90 Hz lub nawet 0,8–150 Hz [25]; 
• 0,1–100 Hz [27].  

Istotnym ograniczeniem analiz do 80 Hz jest pojawianie się, dla wyższych od podanej granicy 
częstotliwości, zjawisk związanych z rezonansem szkieletu opony, co powoduje, że prosty 
model jej własności sprężystych nie może być stosowany [28]. Ważnym jest też fakt 
podawania przez normy ISO, dotyczące komfortu drgań [7], wartości granicznych w paśmie  
0–80 Hz.  
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Rys. 1. Symboliczna ilustracja kompromisu pomi ędzy spełnieniem wymaga ń komfortu  

i bezpiecze ństwa jazdy przy wyborze stałego tłumienia w zawiesz eniu [30] 

 
3. Cel pracy 

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metodyki dotyczącej optymalizacji parametrów 
pasywnego zawieszenia samochodu. Zaprezentowany będzie liniowy model „ćwiartki 
samochodu” oraz przykładowe postępowanie prowadzące do wyznaczania współczynnika 
tłumienia zawieszenia. Praca sumuje doświadczenia autorów przytaczanych wyżej prac, 
wprowadzając łatwiejsze interpretacje geometryczne wartości optymalnych. 
Przyjęta metodyka obliczeń ma szersze możliwości zastosowań, w tym szczególnie do 
wyznaczania optymalnych wartości pozostałych parametrów analizowanego modelu.  
 

4. Model „ ćwiartki samochodu” i jego równania ruchu 
w dziedzinie czasu i cz ęstotliwo ści 

Rys. 2 przedstawia reprezentację fizyczną modelu „ćwiartki samochodu”. Składa się z dwóch 
elementów masowych: „masy resorowanej” o masie m1 [kg] i „masy nieresorowanej” o masie 
m2 [kg]. Sztywność zawieszenia oznaczono k1 [N/m], a sztywność promieniową koła 
ogumionego (pneumatyka) k2 [N/m]. c1 [N·s/m] to współczynnik tłumienia wiskotycznego 
zawieszenia, a c2 [N·s/m] to współczynnik tłumienia wiskotycznego reprezentujący zastępcze 
własności tłumiące pneumatyka w kierunku promieniowym. ζ(t) [m] to zmienne w czasie 
wymuszenie kinematyczne, pochodzące od nierównej nawierzchni drogi. Samochód, a więc 
i opisywany model, poruszają się ruchem prostoliniowym ze stałą prędkością V [km/h], 
v [m/s]. 
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Rys. 2. Model „ ćwiartki samochodu” (opis oznacze ń w tekście) 

 
 
 
 

Równania ruchu można wyprowadzić z zasady kinetostatyki, z uwzględnieniem sił 
bezwładności elementów masowych modelu. Mają postać przedstawioną zależnością (1). 
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Ich formę macierzową prezentuje zależność (2), w której wskazano oznaczenia macierzy: 
bezwładności M , tłumienia wiskotycznego C, sztywności K , oddziaływania wymuszenia 
poprzez tłumienie w pneumatyku Cζ, oddziaływania wymuszenia poprzez sztywność 
promieniową pneumatyka K ζ. Wektory współrzędnych (przemieszczeń), prędkości 
i przyspieszeń uogólnionych oznaczono (odpowiednio) qqq &&& ,, . Zależność (równanie) (3) 

wykorzystuje te oznaczenia. Jest to najbardziej zwięzła forma zapisu równania (1). 
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(2) 

ζζ ⋅+⋅=⋅+⋅+⋅ ζζ KCqKqCqM &&&&                                              (3) 

Dokonano transformaty Laplace’a równania (3), przy zerowych warunkach początkowych. Po 
przekształceniach otrzymano równanie (4), gdzie dziedzina s =  r + i·ω ma część rzeczywistą 
r i urojoną ω,  i2  =  –1 (ω to częstość [rad/s]). 

( ) ( ) ( ) ( )sζ⋅+⋅=⋅+⋅+⋅ ζζ

2 KsCsqKsCsM                            (4) 

Jego rozwiązanie ma postać (5) 

( ) ( ) ( ) ( )sζ⋅+⋅⋅+⋅+⋅= −
ζζ

12 KsCKsCsMsq                          (5) 

Transmitancja operatorowa (funkcja przejścia) dla przemieszczeń (6) jest stosunkiem 
transformaty Laplace'a sygnału wyjściowego do transformaty Laplace'a sygnału wejściowego 
(wymuszenia) układu przy zerowych warunkach początkowych. 
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Transmitancja operatorowe dla prędkości i przyspieszeń są przedstawione zależnościami 
(odpowiednio) (7) i (8). 
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Od transformaty Laplace’a łatwo można przejść do transformaty Fouriera. Transmitancje 
operatorowe stają się transmitancjami widmowymi. Formalnie wyraża się to przejściem od 
dziedziny s do argumentu i·ω, przyjmując w zależności s = r + i·ω zerową część rzeczywistą r. 
Po tym podstawieniu zależności (4)–(8) pozostają w mocy.  
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5. Losowe wymuszenie pochodz ące od nierówno ści 
nawierzchni drogi 

Założono, że nawierzchnia drogi jest nieodkształcalna. Jest realizacją procesu losowego 
stacjonarnego, gaussowskiego. W normie ISO [8] przedstawiona jest propozycja klasyfikacji 
dróg: od A do H; od bardzo dobrej (A), przez dobrą (B), średnią (C), złą (D) do bardzo złych 
(E oraz pozostałe: F, G, H). Droga danej klasy jest opisywana w ISO [8] funkcją gęstości 
widmowej mocy Sd(Ω) [m3/rad] pojedynczego wzdłużnego śladu równoległego do osi drogi: 

 Sd(Ω) = Sd(Ω0)⋅(Ω/Ω0)-w                                                            (9) 

gdzie: 
Ω = 2π/L – to częstość kołowa drogi, [rad/m],  
L   długość fali nierówności drogi, [m], 
Ω0  – częstość kołowa odniesienia (najczęściej Ω0 = 1,0), [1/m], 
Sd(Ω0)  – wskaźnik nierówności drogi, określający stan (czy jest  
  ogólnie dobra, czy też zła), [m3/rad], 
w  – wskaźnik falistości drogi, mówiący o tym, czy w 

 widmie dominują fale krótkie czy też długie, [-]. 
We wspomnianej normie ISO [8] drogi różnych klas różnią się parametrem Sd(Ω0). Wykładnik 
w ma stałą wartość w = 2. Rys. 3 przedstawia gęstości widmowe mocy losowych nierówności 
nawierzchni dróg według klasyfikacji ISO [8] w skali dwu-logarytmicznej dla różnych postaci 
zmiennej niezależnej.  

Przyjęto, że najkrótsza fala L ma długość 0,1 m a najdłuższa 100 m. Jest tak zwany 
mikroprofil nierówności drogi [9, 17, 18]. 
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Rys. 3. Gęsto ści widmowe mocy 
losowych nierówno ści nawierzchni 
dróg według klasyfikacji ISO [8]: od A 
do H. Skala dwu-logarytmiczna. 
Znaczenie małych liter na rysunku: a 
– gęsto ść widmowa mocy S d(1/L) 
[m 3]; b – g ęsto ść widmowa mocy 
Sd(Ω) [m 3/rad]; c – długo ść fali L [m]; 
d – liczba falowa 1/L [1/m]; e – 
często ść kołowa drogi Ω = 2π/L 
[rad/m] 

 
 
 

6. Własno ści wygładzaj ące ogumienia 
 

W modelu koła ogumionego zazwyczaj stosuje się dla kierunku promieniowego “model 
punktowego kontaktu” [2, 3, 14, 15]. Długość fal nierówności brana pod uwagę musi być 
zatem ograniczona od dołu. Można uwzględnić wygładzające własności ogumienia w postaci 
„modelu stałego śladu” [2, 3, 14] (uśrednienie wysokości nierówności na obszarze śladu 
współpracy koła z drogą), filtrując widma nierówności drogi. Wykorzystano filtr o module 
transmitancji [14]: 

 Hop(Ω) = sin(Ω⋅lop)/(Ω⋅ lop )                                                                     (10) 

gdzie lop to połowa długości śladu współpracy koła z równą poziomą nawierzchnią drogi, 
w warunkach obciążenia statycznego, [m]. 
Rys. 4 przedstawia moduł filtru opisującego wygładzające własności ogumienia, 
odpowiadające „modelowi stałego śladu” (MSS). Zależność (11) przedstawia formalny opis 
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wspomnianej filtracji, prowadzącej do gęstości widmowej mocy nierówności Sdf(Ω), 
uwzględniającej wygładzające własności ogumienia.  

 Sdf(Ω) = Hop(Ω)2  Sd(Ω) (11) 

Wprowadzenie Sdf(Ω) jako wymuszenia umożliwia stosowanie model punktowego kontaktu 
koła z nawierzchnia drogi [2, 3, 14]. 

 
Rys. 4. Moduł filtru opisuj ącego wygładzaj ące własno ści ogumienia, odpowiadaj ące „modelowi 

stałego śladu” (MSS) [14] (opis oznacze ń w tekście) 

 
7. Kryteria doboru tłumienia w zawieszeniu samochod u 

(kryteria optymalizacji) 
Podobnie jak w pracach [3, 4, 5, 6, 10, 11, 17, 18, 19, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32], 

przyjęto trzy kryteria oceny poprawności doboru współczynnika tłumienia w zawieszeniu c1:  
− minimalizacja miary dyskomfortu kierowcy i pasażerów, jaką jest odchylenie 

standardowe przyspieszenia masy resorowanej σa [m/s2],  
− minimalizacja niebezpieczeństwa, którego miarą jest odchylenie standardowe σF [N] 

zmian składowej dynamicznej (czyli mierzonej względem wartości statycznej) reakcji 
normalnej w kontakcie koła z drogą,  

− ograniczenie ruchu roboczego zawieszenia do wartości mniejszej niż graniczna wartość 
zakresu ruchu roboczego zawieszenia rzg [m]. 

Formalnie można je opisać następująco (jako funkcję współczynnika tłumienia zawieszenia 
c1 i prędkości V):  

 Q(c1, V) = wa·σa(c1, V) + wF·σF(c1, V)    ⇒ minimum                          (12) 

 6·σuz(c1, V) ≤ rzg                                                                                     (13) 
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gdzie:  
Q(c1, V) [-]    – minimalizowana funkcja celu,  
wa [1/m], wF [1/N]  – współczynniki wagowe dyskomfortu i niebezpieczeństwa, 
σuz(c1, V) [m]    – odchylenie standardowe ugięcia zawieszenia (odmierzane 
  względem wartości statycznej),  
rzg [m]   – graniczna wartość zakresu ruchu roboczego zawieszenia.  
 

Podane wyżej kryteria są stosowane dla każdej z branych pod uwagę klas jakości nawierzchni 
drogi. Liczba 6 we wzorze (13) wynika z faktu gaussowskiego rozkładu ugięcia zawieszenia 
analizowanego modelu. Wykorzystywana jest znana własność odpowiedzi liniowego układu na 
gaussowskie stacjonarne wymuszenie w postaci nierówności nawierzchni drogi – mają one 
także rozkłady gaussowskie. Ruch roboczy zawieszenia jest tu traktowany jako podwojona 
wartość maksymalnego ugięcia dynamicznego zawieszenia wynoszącego około 3·σuz. 
Odchylenia standardowe σa, σF i σuz obliczane są ze znanych zależności ([1, 9, 10, 11, 16, 17, 
18, 20, 21, 22, 23, 25, 32]: 

 ∫∫ ⋅⋅⋅=⋅=
max

1q

max

1

ω

0

df

2
ω

0

qa dω)ω(Sω)(iHdω)ω(Sσ
&&

&&  (14) 

 ∫∫ ⋅⋅⋅=⋅=
max

F

max ω

0

df

2
ω

0

FF dω)ω(Sω)(iHdω)ω(Sσ    (15) 

 ∫∫ ⋅⋅⋅=⋅=
max

uz

max ω

0

df

2
ω

0

uzuz dω)ω(Sω)(iHdω)ω(Sσ (16) 

gdzie nowe oznaczenia to:  

)ω(S,)(ωS,)ω(S uzFq1&&
 – gęstości widmowe mocy przyspieszeń masy resorowanej  

[m2/s3/rad], składowej dynamicznej reakcji normalnej  
w kontakcie koła z drogą [N2·s/rad], ugięcia zawieszenia 
[m2·s/rad];  

ω = 2π· f   – częstość ω [rad/s] i częstotliwość f [Hz];  
ωmax = 2π· f max   – maksymalna rozpatrywana częstość ωmax [rad/s]  

i częstotliwość f max [Hz];  

ω)(iH
1q

⋅
&&

 – transmitancja widmowa dla przyspieszenia masy resorowanej 

(patrz (8)) [1/s2];  

ω)(iHF ⋅  – transmitancja widmowa dla składowej dynamicznej reakcji 

normalnej w kontakcie koła z drogą [N/m];  

ω)(iHuz ⋅  – transmitancja widmowa dla ugięcia zawieszenia [-].  

Przejście od Sdf(Ω) [m3/rad] do Sdf(ω) [m2·s/rad], a więc zmiana zmiennej niezależnej 
z Ω [rad/m] (częstość kołowa drogi) na częstość ω [rad/s] wymaga przemnożenia Ω przez 
prędkość ruchu v [m/s], przy równoczesnym podzieleniu Sdf(Ω) przez v [m/s]. Dzięki temu 
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całki oznaczone z Sdf(Ω) i Sdf(ω) w rozważanych (odpowiadających sobie) pasmach 

Ω i ω mają tą samą wartość: wariancję wysokości nierówności (
2
ξσ ).  

Transformatę Fouriera składowej dynamicznej reakcji normalnej w kontakcie koła z drogą 
określa zależność:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )]ωizωi[ξk]ωizωiξ[cωiF 2222 ⋅−⋅⋅+⋅−⋅⋅=⋅ &&
 (17) 

a transformatę Fouriera ugięcia zawieszenia: 

 ( ) ( ) ( )ωiz ωizωiu 12z ⋅−⋅=⋅  (18) 

Na podstawie zależności (6)-(8) oraz (17) i (18), po przekształceniach, otrzymano końcowe 
zwarte postacie transmitancji widmowych (pamiętając, że q1= z1 , q2= z2):  

 ( ) ( ) ω)(iHω
ωiζ

ω)(iq
ωiH

11 q
21

q ⋅⋅−=
⋅
⋅=⋅

&&

&&  (19) 

 ( ) ( ) ω)](iH[1)kωc(i
ωiζ

ω)F(i
ωiH

2q22F ⋅−⋅+⋅⋅=
⋅
⋅=⋅  (20) 

 

( ) ( ) ω)(iHω)(iH
ωiζ

ω)(iqω)(iq
ωiH

12 qq
12

uz ⋅−⋅=
⋅

⋅−⋅=⋅  (21) 

 
 

8. Dane obliczeniowe - parametry modelu i warunków badań 
 

Przykładowe parametry modelu odpowiadają zawieszeniu przedniemu samochodu Isuzu D-
Max: m1= 578 kg, m2= 69,5 kg, k1= 42520 N/m, k2= 220000 N/m, c1 było wielkością 
zmienianą w obliczeniach, c2= 150 N·s/m. Długość śladu współpracy koła z drogą 
w warunkach statycznych wynosi 2·lop= 0,185 m.  

Do obliczeń wybrano trzy drogi o następujących wartościach parametrów gęstości 
widmowej mocy nierówności:  

– drogę 1: drogę B (dobrą); Sd(Ω0)= 0,000004 , Ω0= 1,0 , w= 2, 
– drogę 2: drogę C (średnią); Sd(Ω0)= 0,000016 , Ω0= 1,0 , w= 2, 
– drogę 3: drogę D (złą); Sd(Ω0)= 0,000064 , Ω0= 1,0 , w= 2. 

Najkrótsza fala L ma długość 0,1 m a najdłuższa 100 m.  
Ze względu na normy ISO, dotyczące komfortu drgań [7], przyjęto analizowane pasmo 
częstotliwości 0-80 Hz (0-502,65 rad/s).  
Wybrano 12 stałych prędkości ruchu pojazdu V [km/h]: od 10 km/h do 120 km/h z krokiem 
10 km/h. Prędkość v [m/s] jest związana z V [km/h] ogólnie znaną zależnością v= V/3,6.  
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Zmieniano współczynnik tłumienia c1 [N·s/m]. Jego wartości wyrażono pośrednio poprzez 
określanie wartości tłumienia względnego [1] γ [-]: 

 
01011

1

1kr

1

ω

h

ωm2

c

c

c
γ =

⋅⋅
==  (22) 

 c1kr=2·m1·ω01  (23) 

 h=c1/2/m1  (24) 

gdzie [1]: 
c1kr [N·s/m] to tłumienie krytyczne 
ω01=2·π· f01 – pierwsza (niższa) częstość drgań własnych układu nietłumionego [rad/s];  
f01 – pierwsza (niższa) częstotliwość drgań własnych układu nietłumionego [Hz]; 

 

21

21

2

21

12121

21

121212
01 mm

kk
mm2

m)k(kmk
mm2

m)k(kmk
ω

⋅
⋅−









⋅⋅
⋅++⋅−

⋅⋅
⋅++⋅=  (25) 

Drugą (wyższą) częstość drgań własnych układu nietłumionego ω02=2·π·f02 określa wzór [1]   

 

21

21

2

21

12121

21

121212
02 mm

kk
mm2

m)k(kmk
mm2

m)k(kmk
ω

⋅
⋅−









⋅⋅
⋅++⋅+

⋅⋅
⋅++⋅=  (26) 

f02 to druga (wyższa) częstotliwość drgań własnych układu nietłumionego [Hz].  
Dla badanego układu wartości te wynoszą: ω01= 7,839 rad/s,  ω02= 61,558 rad/s, f01= 1,248 Hz,  
f02= 9,797 Hz, c1kr= 9062 N·s/m. 
Przyjmowano 26 wartości tłumienia względnego γ [-]: od 0,1 do 0,6, z krokiem 0,02.  
Tłumienie w zawieszeniu miało wartość  

 c1 = γ·c1kr = γ·2·m1·ω01   [N·s/m]  (27) 

Współczynniki wagowe dyskomfortu i niebezpieczeństwa wa i wF dobierano tak, aby 
odzwierciedlały równe traktowanie obu kryteriów. Ich wartości zostaną podane dalej, po etapie 
normalizacji wyników obliczeń. Ruch roboczy zawieszenia ograniczono do wartości rzg = 0,12 
m, odpowiadającej realnemu liniowemu zakresowi pracy zawieszenia analizowanego 
samochodu. W tabeli 1 zestawiono opisane wyżej parametry modelu oraz warunków badań.  
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Tabela 1. Zestawienie parametrów modelu oraz warunk ów bada ń 

L.p. Nazwa Oznaczenie Jednostka Wartość 

1. Masa części bryły nadwozia nad kołem jezdnym, „masa 
resorowana” 

m1 kg 578 

2. Masa związana z kołem jezdnym, „masa nieresorowana” m2 kg 69,5 
3. Sztywność zawieszenia k1 N/m 42 520 
4. Sztywność promieniowa koła jezdnego k2 N/m 220 000 
5. Współczynnik tłumienia zawieszenia c1 N·s/m zmienny 
6. Współczynnik tłumienia koła ogumionego w kierunku 

promieniowym 
c2 N·s/m 150 

7. Długość śladu współpracy koła z drogą w warunkach 
statycznych   

2·lop m 0,185 

8. Typ i parametry gęstości widmowej mocy pierwszej 
wybranej drogi 

Droga 1:  
B (dobra) 

- - 

Sd(Ω0) m3/rad 0,000004 
Ω0 1/m 1,0 
w - 2,0 

9. Typ i parametry gęstości widmowej mocy drugiej wybranej 
drogi 

Droga 2:  
C (średnia) 

- - 

Sd(Ω0) m3/rad 0,000016 
Ω0 1/m 1,0 
w - 2,0 

10. Typ i parametry gęstości widmowej mocy trzeciej wybranej 
drogi 

Droga 3:  
D (zła) 

- - 

Sd(Ω0) m3/rad 0,000064 
Ω0 1/m 1,0 
w - 2,0 

11. Długość najkrótszej fali nierówności drogi Lmin m 0,1 
12. Długość najdłuższej fali nierówności drogi Lmax m 100,0 
13. Najmniejsza częstotliwość (częstość) analizowanych drgań fmin 

(ωmin) 
Hz 

(rad/s) 
0 

(0) 
14. Największa częstotliwość (częstość) analizowanych drgań fmax 

(ωmax) 
Hz 

(rad/s) 
80  

(502,65) 
15. Pierwsza częstotliwość (częstość) drgań własnych układu 

nietłumionego 
f01 

(ω01) 
Hz 

(rad/s) 
1,248 

(7,839) 
16. Druga częstotliwość (częstość) drgań własnych układu 

nietłumionego 
f02 

(ω02) 
Hz 

(rad/s) 
9,797 

(61,558) 
17. Współczynnik tłumienia krytycznego zawieszenia c1kr N·s/m 9062,0 
18. Zakres analizowanych prędkości ruchu pojazdu Vmin-Vmax 

(vmin-vmax) 
km/h 
(m/s) 

10,0-120,0  
(2,78-33,33) 

19. Krok zmian analizowanych prędkości ruchu pojazdu ∆V  

(∆v) 
km/h 
(m/s) 

10,0 
(2,78) 

20. Najmniejsza wartość współczynnika tłumienia względnego  γmin - 0,1 
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w zawieszeniu  
21. Największa wartość współczynnika tłumienia względnego  

w zawieszeniu  
γmax - 0,6 

22. Krok zmian współczynnika tłumienia względnego  
w zawieszeniu  

∆γ - 0,02 

23. Wartość graniczna ruchu roboczego zawieszenia rzg m 0,12 

 
 

9. Wyniki oblicze ń przed modyfikacj ą kryteriów optymalizacji 
 

Dla zestawionych w tabeli 1 parametrów modelu oraz warunków badań wykonano obliczenia, 
zgodnie z przedstawionym wcześniej algorytmem.  
Na rysunkach 5, 6 i 7 przedstawiono moduły transmitancji widmowej przyspieszenia masy 
resorowanej, składowej dynamicznej reakcji normalnej w kontakcie koła z drogą oraz ugięcia 
zawieszenia w funkcji częstotliwości wymuszenia, w paśmie 0-80 Hz, dla różnych wartości 
tłumienia względnego, od 0,1 do 0,6. Na wszystkich trzech wymienionych rysunkach 
widoczne są wyraźnie dwa maksima dla częstotliwości zbliżonych do częstotliwości drgań 
własnych układu nietłumionego (1,248 Hz i 9,797 Hz) o wartościach tym mniejszych im 
większe jest tłumienie względne. W przypadku przyspieszeń masy resorowanej (rys. 5) wpływ 
tłumienia jest bardzo duży dla strefy w pobliżu pierwszego rezonansu, wyrażając się 
zmniejszaniem modułu transmitancji ze wzrostem tłumienia. Widoczny też jest wpływ 
tłumienia w strefie międzyrezonansowej i pozarezonansowej. Tu wzrost tłumienia zwiększa 
moduł transmitancji i to w dużym stopniu (nawet o 100% – 400%).  
W przypadku składowej dynamicznej reakcji normalnej w kontakcie koła z drogą (rys. 6) 
wzrost tłumienia zmniejsza moduł transmitancji w okolicach obu rezonansów oraz zwiększa go 
w strefie międzyrezonansowej (tu nawet o 400% - 500%); nie ma jednak dużego wpływu 
w strefie powyżej drugiego rezonansu, gdzie wartości utrzymują się na zbliżonym poziomie ze 
wzrostem częstotliwości.  
Moduł transmitancji widmowej ugięcia zawieszenia (rys. 7) zmniejsza się ze wzrostem 
tłumienia w okolicach obu rezonansów. W strefie między- i pozarezonansowej w niewielkim 
stopniu zależy od tłumienia w zawieszeniu.  
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Rys. 5. Moduł transmitancji widmowej przyspieszenia  masy resorowanej (patrz (8) i (19), na rysunku 

oznaczony jako AHZ1B), dla ró żnych warto ści tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku 
oznaczone jako Gamt), w funkcji cz ęstotliwo ści wymuszenia f  
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Rys. 6. Moduł transmitancji widmowej składowej dyna micznej reakcji normalnej w kontakcie koła z 

drog ą (patrz (17) i (20), na rysunku oznaczony jako AHFD Z), dla ró żnych warto ści tłumienia 
wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku oznaczone jako Gamt),  w funkcji cz ęstotliwo ści wymuszenia f  
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Rys. 7. Moduł transmitancji widmowej ugi ęcia zawieszenia (patrz (18) i (21) na rysunku oznac zony 

jako AHUZ), dla ró żnych warto ści tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku oznaczone jako 
Gamt), w funkcji cz ęstotliwo ści wymuszenia f  

 
Rys. 8 przedstawia (w skali dwu-logarytmicznej) przykładową gęstość widmową mocy 
nierówności nawierzchni drogi Sd(Ω) (patrz zależność (9)) w funkcji częstości kołowej drogi 
Ω. Jest ona klasyfikowana w normie ISO [8] jako C (droga średnia). Zaprezentowano także 
efekt jej filtracji, odpowiadający użyciu „modelu stałego śladu” koła ogumionego (patrz 
zależności (10) i (11)). Powyżej częstości 10 rad/m efekt wygładzania opony jest bardzo 
wyraźny, zwłaszcza dla fal, dla których długość śladu współpracy koła z drogą jest jej 
całkowitą krotnością. Jest to szczególnie widoczne dla Ω= 33,96 rad/m, co odpowiada 
pojedynczej krotności L= 2·lp= 0,185 m (patrz rys. 4). Fale krótsze od 0,1 m nie były brane pod 
uwagę, o czym wspomniano w rozdziale 8.  
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Rys. 8. Gęsto ść widmowa mocy nierówno ści nawierzchni drogi (patrz (9), na rysunku oznaczo na 
GWD) klasyfikowanej w normie ISO [8] jako C ( średnia), w funkcji cz ęsto ści kołowej drogi (linia 

fioletowa) oraz efekt filtracji (oznaczony GWDF) z użyciem „modelu stałego śladu” koła ogumionego 
(linia jasnoniebieska)  

 
Na rys. 9 zaprezentowano (w skali dwu-logarytmicznej) przykładowe gęstości widmowe 

mocy nierówności nawierzchni drogi Sdf(ω) klasyfikowanej w normie ISO [8] jako C (średnia), 
w funkcji częstości ω [rad/s], dla różnych prędkości ruchu pojazdu V [km/h]. Zmienna 
niezależna została przestawiona (po stosownym przeliczeniu) jako częstotliwość wymuszenia 
f [Hz] w celu lepszego odniesienia do innych wykresów prezentowanych w tej pracy. Na 
wykresach widoczny jest, dla wysokich częstotliwości, efekt wygładzających własności 
ogumienia. Ze wzrostem prędkości pojazdu jest on coraz mniejszy, gdyż długości śladu 
współpracy opony z nawierzchnią drogi 2·lp odpowiada coraz większa częstotliwość f [Hz], 
a rozważane jest ograniczone pasmo 0-80 Hz (patrz też rys. 4 i 8 oraz zależności (10) i (11)). 
Powyżej prędkości 60 km/h wpływ wygładzających własności ogumienia jest już mało 
widoczny.  
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Rys. 9. Gęsto ści widmowe mocy nierówno ści nawierzchni drogi S df(ω) (na rysunku oznaczona SD2) 

klasyfikowanej w normie ISO [8] jako C ( średnia), w funkcji cz ęsto ści ω [rad/s],  przy prezentacji 
zmiennej niezale żnej jako cz ęstotliwo ści wymuszenia f [Hz] (dla lepszego odniesienia do i nnych 

wykresów), dla ró żnych pr ędkości ruchu pojazdu V [km/h]  
 
Rysunki 10, 11 i 12 przedstawiają (w skali dwu-logarytmicznej) gęstości widmowe mocy 
w funkcji częstotliwości wymuszenia f dla wielkości stanowiących podstawę obliczeń 
kryteriów oceny badanego układu. Droga klasyfikowana jest w normie ISO [8] jako 
C (średnia). Prędkość ruchu pojazdu wynosiła V=30 km/h. Wykresy różnią się wartością 
tłumienia względnego zawieszenia (patrz (22)). Na rys. 10 zaprezentowano gęstości widmowe 
mocy przyspieszenia masy resorowanej (patrz element podcałkowy w zależności (14)), na rys. 
11 gęstości widmowe mocy składowej dynamicznej reakcji normalnej w kontakcie koła 
z drogą (patrz element podcałkowy w zależności (15) a na rys. 12 gęstości widmowe mocy 
ugięcia zawieszenia (patrz element podcałkowy w zależności (16)). Wybrano niezbyt wysoką 
prędkość ruchu pojazdu (30 km/h), aby możliwe było zaobserwowanie wpływu 
wygładzających własności ogumienia dla wyższych częstotliwości wymuszenia (tutaj powyżej 
30 Hz). Ze wzrostem prędkości wpływ ten staje się coraz mniejszy. Analogiczne wyniki dla 
dwóch pozostałych dróg (B i D) mają jakościowo podobny charakter, różnią się wartościami. 
Są one mniejsze dla drogi B (dobrej) i większe dla drogi D (złej).  

Na wszystkich trzech wymienionych rysunkach widoczny jest wyraźny wpływ tłumienia 
względnego i częstotliwości rezonansowych układu nietłumionego (1,248 Hz i 9,797 Hz) na 
przebieg charakterystyk. W przypadku przyspieszeń masy resorowanej (rys. 10) wpływ 
tłumienia jest duży dla pierwszego rezonansu (tłumienie zmniejsza wartości gęstości 
widmowej mocy) oraz w strefie międzyrezonansowej i pozarezonansowej - tu wzrost tłumienia 
zwiększa gęstość widmową mocy i to w dużym stopniu. W przypadku składowej dynamicznej 
reakcji normalnej w kontakcie koła z drogą (rys. 11) wzrost tłumienia zmniejsza wartości 
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gęstości widmowej mocy w strefach rezonansowych oraz zwiększa jej wartości w strefie 
międzyrezonansowej. Nie ma jednak dużego wpływu w strefie powyżej drugiego rezonansu.  
Wartości gęstości widmowej mocy ugięcia zawieszenia (rys. 12) w strefie między- 
i pozarezonansowej w niewielkim stopniu zależy od tłumienia w zawieszeniu. Wpływ ten jest 
jednak widoczny w strefach rezonansowych – tłumienie zmniejsza wartości gęstości 
widmowej mocy. 

 
Rys. 10. Gęsto ści widmowe mocy przyspieszenia masy resorowanej (pa trz wyra żenie podcałkowe w 

(14), na rysunku oznaczona jako SZ1B) dla ró żnych warto ści tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na 
rysunku oznaczone jako Gamt), w funkcji cz ęstotliwo ści wymuszenia f, dla drogi klasyfikowanej w 

normie ISO [8] jako C ( średnia) i pr ędko ści ruchu pojazdu V=30 km/h  
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Rys. 11. Gęsto ści widmowe mocy składowej dynamicznej reakcji norma lnej w kontakcie koła z 
drog ą (patrz patrz wyra żenie podcałkowe w (15), na rysunku oznaczona jako S FDZ) dla ró żnych 

warto ści tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku oznaczone jako Gamt),  w funkcji 
częstotliwo ści wymuszenia f, dla drogi klasyfikowanej w normie ISO [8] jako C ( średnia) i pr ędko ści 

ruchu pojazdu V=30 km/h  
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Rys. 12. Gęsto ści widmowe mocy ugi ęcia zawieszenia (patrz patrz wyra żenie podcałkowe w (16), na 
rysunku oznaczona jako SUZ) dla ró żnych warto ści tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku 
oznaczone jako Gamt), w funkcji cz ęstotliwo ści wymuszenia f, dla drogi klasyfikowanej w normie 

ISO [8] jako C ( średnia) i pr ędkości ruchu pojazdu V=30 km/h  

 
Rysunki 13, 14 i 15 przedstawiają odchylenia standardowe wielkości, stanowiących 

kryteria oceny badanego układu, w funkcji tłumienia względnego (patrz (22)), dla drogi 
klasyfikowanej w normie ISO [8] jako C (średnia) i 12 wartości prędkości ruchu pojazdu, od 
10 do 120 km/h. Na rys. 13 pokazano odchylenia standardowe przyspieszenia masy 
resorowanej (patrz (14)), na rys. 14 odchylenia standardowe składowej dynamicznej reakcji 
normalnej w kontakcie koła z drogą (patrz (15)) a na rys. 15 odchylenia standardowe ugięcia 
zawieszenia (patrz (16)). Analogiczne wyniki dla dwóch pozostałych dróg (B i D) mają 
jakościowo podobny charakter, różnią się wartościami, przy podobnej lokalizacji minimów. 
Wartości te są mniejsze dla drogi B (dobrej) i większe dla drogi D (złej). Minima odchylenia 
standardowego przyspieszenia masy resorowanej (patrz rys. 13) osiągane są dla tłumienia 
względnego z zakresu 0,25-0,30 ze wzrostem prędkości przesuwają się nieco w stronę 
mniejszych wartości tłumienia. W przypadku odchyleń standardowych składowej dynamicznej 
reakcji normalnej w kontakcie koła z drogą (patrz rys. 14) minima odpowiadają tłumieniu 
względnemu z zakresu 0,35-0,40 i ze wzrostem prędkości mają niewielką tendencję do 
przesuwania się w stronę większych wartości tłumienia. Uwzględniając powyższe oraz kształt 
charakterystyk na rysunkach 13 i 14, można stwierdzić, że ze wzrostem współczynnika 
tłumienia względnego polepsza się miara komfortu jazdy, ale tylko w zakresie tłumienia 
względnego od zera do około 0,30; z jego dalszym wzrostem następuje pogorszenie komfortu. 
Z kolei ze wzrostem tłumienia względnego, w zakresie jego wartości od zera do około 0,40 
polepsza się miara bezpieczeństwa, by przy dalszym wzroście tłumienia prowadzić do 
niewielkiego spadku tej miary. Nie potwierdza to jakościowych przebiegów zaprezentowanych 
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na rys. 1, zwłaszcza dla małego tłumienia i miary komfortu i dużego tłumienia dla miary 
bezpieczeństwa. Słuszne były, zatem, wątpliwości autora dotyczące możliwości nie tylko 
poglądowego, ale także jakościowego i ilościowego interpretowania przebiegu krzywych na 
rys. 1. 
Rys. 15 wskazuje wyraźnie na istnienie trwałego trendu zmniejszenia ugięcia zawieszenia wraz 
ze wzrostem względnego tłumienia w zawieszeniu. Intensywność tego spadku maleje jednak 
wraz ze wzrostem tłumienia.  

 
Rys. 13. Odchylenia standardowe przyspieszenia masy  resorowanej (patrz (14), na rysunku 

oznaczone jako OSZB) w funkcji tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku oznaczone jako 
Gamt), dla drogi klasyfikowanej w normie ISO [8] ja ko C (średnia) i 12 warto ści pr ędko ści ruchu 

pojazdu, od 10 do 120 km/h  
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Rys. 14. Odchylenia standardowe składowej dynamicznej reakcji normalnej w kontakcie koła z drogą (patrz 
(15), na rysunku oznaczone jako OSFDZ) w funkcji tłumienia względnego (patrz (22), na rysunku oznaczone 

jako Gamt), dla drogi klasyfikowanej w normie ISO [8] jako C (średnia) i 12 wartości prędkości ruchu pojazdu,  
od 10 do 120 km/h  
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Rys. 15. Odchylenia standardowe ugi ęcia zawieszenia (patrz (16), na rysunku oznaczone j ako OSUZ) 

w funkcji tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku oznaczone jako Gamt),  dla drogi 
klasyfikowanej w normie ISO [8] jako C ( średnia) i 12 warto ści pr ędko ści ruchu pojazdu, od 10 do 

120 km/h  

 
Spośród przyjętych w rozdziale 7 kryteriów optymalizacji, najłatwiejszym do zastosowania jest 
kryterium związane z ograniczeniem ruchu roboczego zawieszenia (patrz (13)). Większe 
trudności sprawia funkcja celu Q(c1) (patrz (12)). Ze względu na różne miary σa i σF, 
współczynniki wagowe wa i wF· nie mogą być niemianowanymi. Trudniej, zatem, zrozumieć 
ich sens. To pierwszy powód wprowadzenia modyfikacji postaci elementów składowych 
funkcji celu Q(c1). Drugim jest chęć nawiązania do łatwości rozumienia zależności 
obrazowanych na rysunkach o charakterze jakościowym, takich jak przedstawiony na rys. 1.  
 

10. Modyfikacja kryteriów optymalizacji 
 

Pierwszym krokiem tej modyfikacji jest normalizacja wykresów przedstawionych na rys. 
13 i 14. Polega ona na podzieleniu każdej z wartości na wykresie (odpowiadającym danej 
prędkości V) przez największą wartość tego wykresu w dziedzinie c1. Oznaczenie „max.” ma 
tu sens „wartości największej” a nie formalnie rozpatrywanego maksimum. 

 σau(c1, V)= 100%·σa(c1, V)/max{σa(c1, V)}    (max. względem c1, dla danej V) (28) 

 σFu(c1, V)= 100%·σF(c1, V)/max{σF(c1, V)}   (max. względem c1, dla danej V) (29) 
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Rys. 16 i 17 są obrazem rys. 13 i 14 po opisanej normalizacji. Im większe są prędkości ruchu 
V tym odpowiadające im wykresy wartości unormowanych są bardziej do siebie zbliżone. 
Minima wykresów są lepiej widoczne niż przed normalizacją.  
 

 
Rys. 16. Znormalizowane odchylenia standardowe przy spieszenia masy resorowanej (patrz (28), na 
rysunku oznaczone jako OSZBu) w funkcji tłumienia w zględnego (patrz (22), na rysunku oznaczone 
jako Gamt), dla drogi klasyfikowanej w normie ISO [ 8] jako C ( średnia) i 12 warto ści pr ędko ści ruchu 

pojazdu, od 10 do 120 km/h  
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Rys. 17. Znormalizowane odchylenia standardowe skła dowej dynamicznej reakcji normalnej w 

kontakcie koła z drog ą (patrz (29), na rysunku oznaczone jako OSFDZu) w f unkcji tłumienia 
wzgl ędnego (patrz (22),  na rysunku oznaczone jako Gamt) , dla drogi klasyfikowanej w normie ISO 

[8] jako C ( średnia) i 12 warto ści pr ędko ści ruchu pojazdu, od 10 do 120 km/h  

Drugim krokiem modyfikacji jest zmiana odniesienia, przy pozostawieniu zakresu zmienności 
od zera do 100%. Chodzi tu o takie przedstawienie prezentowanych wielkości, aby 100% 
oznaczało wartość maksymalną. Tak określany jest wskaźnik komfortu WP1 i bezpieczeństwa 
WP2. Oznaczenie „min.” ma tu sens formalnie rozpatrywanego minimum. 

 WP1(c1)= -σau(c1, V)+ min{σau(c1, V)} +100%   (min. względem c1, dla wszystkich V) (30) 

 WP2(c1)= -σFu(c1, V)+ min{σFu(c1, V)} +100%   (min. względem c1, dla wszystkich V) (31) 

Zmodyfikowane kryteria oceny poprawności doboru współczynnika tłumienia w zawieszeniu 
c1 (kryteria optymalizacji doboru tłumienia w zawieszeniu ze względu na komfort jazdy 
i bezpieczeństwo) mają postać:  

 Qz(c1)= wk·WP1(c1)+ wb·WP2(c1)    ⇒ maksimum  (32) 

 6·σuz(c1, V) ≤ rzg (33) 

gdzie nowe oznaczenia: Qz(c1) [%] to maksymalizowana zmodyfikowana funkcja celu;  
wk [-], wb [-] to współczynniki wagowe komfortu i bezpieczeństwa, z przedziału <0,1>;  
WP1 [%] i WP2 [%] to wskaźnik komfortu i bezpieczeństwa (patrz zależności (30) i (31));  
rzg [m] to graniczna wartość zakresu ruchu roboczego zawieszenia.  
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Należy zwrócić uwagę na zmianę nazewnictwa rozpatrywanych miar: od „dyskomfortu” 
i „niebezpieczeństwa” (patrz (12) i (13)) nastąpiło przejście do „wskaźnik komfortu WP1” 
i „wskaźnika bezpieczeństwa WP2” (patrz (30) i (31)), co wynika z ich różnej 
monotoniczności jako funkcji c1. Poszukiwane jest maksimum nowej funkcji celu Qz(c1). 
Kolejne rysunki przedstawiają wskaźnik komfortu WP1 (rys. 18) i bezpieczeństwa WP2 
(rys. 19), stanowiące kryteria oceny badanego układu, w funkcji tłumienia względnego, dla 
drogi klasyfikowanej w normie ISO [8] jako C (średnia) i 12 wartości prędkości ruchu pojazdu, 
od 10 do 120 km/h. Analogiczne wyniki dla dwóch pozostałych dróg (B i D) mają jakościowo 
podobny charakter, różnią się wartościami, przy podobnej lokalizacji maksimów. Maksima 
wskaźnika komfortu WP1 (patrz rys. 18) osiągane są dla tłumienia względnego z zakresu 0,25-
0,30 i ze wzrostem prędkości przesuwają się w stronę mniejszych wartości tłumienia. Ze 
zrostem prędkości maleją także wartości maksymalne WP1. W przypadku wskaźnika 
bezpieczeństwa WP2 (patrz rys. 19) maksima odpowiadają tłumieniu względnemu z zakresu 
0,35-0,40 i ze wzrostem prędkości przesuwają się w stronę większych wartości tłumienia. Ze 
zrostem prędkości maleją nieco wartości maksymalne WP2. Na rys. 20 zestawiono wartości 
wskaźników komfortu WP1 i bezpieczeństwa WP2, co było możliwe ze względu na tę samą 
ich miarę. Zaprezentowane przebiegi odpowiadają tym pokazanym na rys. 18 i 19, ale dla 
wybranych, czterech prędkości ruchu pojazdu: 30, 60, 90 i 120 km/h. Porównując rys. 20 
z poglądowym rys. 1, łatwym jest wskazanie dwóch obszarów ich jakościowej niezgodności. 
Oznaczono je kolorowymi elipsami. Wskaźnik komfortu WP1 (patrz czerwona elipsa) dla 
przedziału wartości tłumienia względnego <0,1, 0,25> szybko maleje wraz ze spadkiem 
tłumienia względnego, gdy tymczasem na rys. 1 osiąga największą wartość dla najmniejszego 
tłumienia. Wskaźnik bezpieczeństwa WP2 (patrz zielona elipsa) dla przedziału wartości 
tłumienia względnego <0,4, 0,6> łagodnie maleje wraz ze wzrostem tłumienia względnego, 
gdy tymczasem na rys. 1 osiąga największą wartość dla największego tłumienia. Rys. 1 należy 
zatem traktować jako wyłącznie poglądowy i to niezbyt dokładnie oddający własności 
badanego układu. Dla tłumienia względnego około 0,18 wartości WP1 i WP2 przyjmują równe 
wartości. Punkt przecięcia obu charakterystyk nie ma jednak znaczenia optimum w sensie 
Pareto, gdyż ze wzrostem tłumienia, zarówno WP1 jak i WP2 rosną (punkt przecięcia 
charakterystyk znajduje się przed maksimami WP1 i WP2). Nie jest spełniony warunek 
(porównaj z [13, 33, 34]) niemożliwości poprawy jednego wskaźnika (np. WP1) bez 
pogorszenia drugiego (tu WP2).  
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Rys. 18. Wska źnik komfortu WP1 (patrz (30)) w funkcji tłumienia w zględnego (patrz (22), na rysunku 

oznaczone jako Gamt), dla drogi klasyfikowanej w no rmie ISO [8] jako C ( średnia)  
i 12 warto ści pr ędko ści ruchu pojazdu, od 10 do 120 km/h  
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Rys. 19. Wska źnik bezpiecze ństwa WP2 (patrz (31)) w funkcji tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na 

rysunku oznaczone jako Gamt), dla drogi klasyfikowa nej w normie ISO [8] jako C ( średnia)  
i 12 warto ści pr ędko ści ruchu pojazdu, od 10 do 120 km/h  
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Rys. 20. Wska źniki komfortu WP1 (patrz (30)) i bezpiecze ństwa WP2 (patrz (31)) w funkcji tłumienia 

wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku oznaczone jako Gamt),  dla drogi klasyfikowanej w normie ISO [8] 
jako C (średnia) i 4 warto ści pr ędko ści ruchu pojazdu, od 30 do 120 km/h  

 
11. Wyniki oblicze ń dla zmodyfikowanych kryteriów optymalizacji 

 
Rysunki 21 i 22 przedstawiają zmodyfikowaną funkcję celu Qz(c1), obliczoną zgodnie 
z zależnością (32), w funkcji tłumienia względnego (patrz (22)), dla drogi klasyfikowanej 
w normie ISO [8] jako C (średnia) i 3 wartości prędkości ruchu pojazdu: 30, 60 i 90 km/h. 
Obliczenia wykonano dla dwóch zestawów współczynników wagowych:  

– zestaw 1: wk= 0,5, wb= 0,5 
– zestaw 2: wk= 0,4, wb= 0,6  

Linie na rys. 21 i 22 z oznaczeniem „W:” dotyczą zestawu 2. Zestaw 1 oznacza równorzędne 
traktowanie wskaźnika komfortu WP1 i bezpieczeństwa WP2. Zestaw 2 wskazuje na 
przywiązywanie 1,5-krotnie większego znaczenia do bezpieczeństwa niż do komfortu 
(1,5=0,6/0,4).  
Rys. 22 jest powiększeniem rys. 21, z zaznaczeniem obszarów występowania maksimum 
Qz(c1). Widocznym jest, że dla zestawu 1 wartość optymalna współczynnika tłumienia 
względnego γ wynosi 0,31 (oznaczono czerwoną elipsą na rys. 22), a dla zestawu 2: 0,32 
(oznaczono brązową elipsą na rys. 22). Wykorzystując zależność (27) i dane z tabeli 1, można 
obliczyć optymalne wartości współczynnika tłumienia zawieszenia c1 

– zestaw 1: c1= 0,31·c1kr= 0,31·9062 N·s/m ≈ 2810 N·s/m  
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– zestaw 2: c1= 0,32·c1kr= 0,32·9062 N·s/m ≈ 2900 N·s/m  
Zróżnicowanie wartości c1 nie jest duże, mimo przyjęcia istotnie różniących się 
współczynników wagowych. Wyniki obliczeń dla nawierzchni B i D prowadzą do takich 
samych wartości, co wynika z liniowej postaci modelu wykorzystywanego w obliczeniach, 
przedstawionego na rys. 2.  
Bardziej złożona sytuacja towarzyszy trzeciemu kryterium optymalizacji – ograniczeniu ruchu 
roboczego zawieszenia – patrz zależności (13) i (33).  

 
Rys. 21. Zmodyfikowane kryterium oceny poprawno ści doboru współczynnika tłumienia w 

zawieszeniu Q z(c1) (kryterium optymalizacji doboru tłumienia w zawie szeniu ze wzgl ędu na komfort 
jazdy i bezpiecze ństwo - patrz (32)) w funkcji tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku 

oznaczone jako Gamt), dla drogi klasyfikowanej w no rmie ISO [8] jako C ( średnia) i 3 warto ści 
prędko ści ruchu pojazdu: 30, 60 i 90 km/h (pozostałe oznac zenia opisano w tek ście) 

 



The Archives of Automotive Engineering – Archiwum Motoryzacji  Vol. 71, No. 1, 2016 

33 
 

 
Rys. 22. Powi ększenie rys. 21 z zaznaczeniem maksimów obrazowanyc h przebiegów. 

Zmodyfikowane kryterium oceny poprawno ści doboru współczynnika tłumienia w zawieszeniu Q z(c1) 
(kryterium optymalizacji doboru tłumienia w zawiesz eniu ze wzgl ędu na komfort jazdy i 

bezpiecze ństwo - patrz (32)) w funkcji tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku oznaczone jako 
Gamt), dla drogi klasyfikowanej w normie ISO [8] ja ko C (średnia) i 3 warto ści pr ędko ści ruchu 

pojazdu: 30, 60 i 90 km/h. (Pozostałe oznaczenia op isano w tek ście)  

Ilustrują ją rysunki 23 a, b i c. Dla drogi B (dobrej, rys 23a: „Droga 1”), dla wszystkich 
analizowanych prędkości ruchu pojazdu i całego zakresu zmian współczynnika tłumienia 
względnego spełnione są zależności (13) i (33). Dla drogi C (średniej, rys 23b: „Droga 2”), dla 
wszystkich analizowanych prędkości ruchu pojazdu i wartości współczynnika tłumienia 
względnego powyżej 0,159 spełnione są zależności (13) i (33). Dla drogi D (złej, rys 23c: 
„Droga 3”), dla prędkości ruchu pojazdu nie większej niż 60km/h i wartości współczynnika 
tłumienia względnego powyżej 0,30 spełnione są zależności (13) i (33). Droga D ma 
nawierzchnię w złym stanie i trudno jest oczekiwać, że kierowcy będą się decydować na jazdę 
po niej z wysokimi prędkościami. Jeżeli to uczynią to ugięcia zawieszenia przekroczą wartość 
dopuszczalną, co dla rzeczywistych konstrukcji oznaczać będzie pracę w zakresie oddziaływań 
nieliniowych ograniczników ruchu oraz znaczny wzrost prawdopodobieństwa odrywania się 
kół od nawierzchni drogi. Zjawisk tych nie opisuje jednak wykorzystywany w niniejszej pracy 
model, stąd wspomniany wymóg ograniczenia prędkości do 60 km/h. 
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12. Zakończenie 
 

W pracy wykorzystano ponad 40-letnie osiągnięcia wielu autorów zagranicznych i polskich 
w zakresie metod optymalizacji parametrów zawieszenia samochodu. Szczegółowo 
zaprezentowano wyniki obliczeń dotyczące optymalizacji tłumienia liniowego pasywnego 
zawieszenia pojazdu poruszającego się po nierównej, losowej nawierzchni drogi. Wyniki 
obliczeń przedstawiono w postaci bezwymiarowej funkcji celu – kryterium optymalizacji 
doboru tłumienia w zawieszeniu ze względu na komfort jazdy i bezpieczeństwo. Graficzna 
postać jej zależności od bezwymiarowego współczynnika tłumienia zawieszenia przypomina 
poglądowe, jakościowe zależności przytaczane w wielu pracach innych autorów, co ułatwia 
interpretację wyników końcowych optymalizacji. Uwzględniono także ograniczenie ugięć 
zawieszenia.  

Zaprezentowana metoda stanowi pierwszy krok w procesie optymalizacji tłumienia 
w zawieszeniu samochodu. Dalsze obliczenia, wykorzystujące model ćwiartki samochodu, 
powinny uwzględniać nieliniowości charakterystyk sprężystych zawieszenia i kół ogumionych, 
asymetrię i nieliniowości charakterystyki amortyzatora, tarcie suche w zwieszeniu oraz 
zjawisko odrywania się koła od nawierzchni drogi. Kolejnym krokiem powinno być 
wykorzystanie przestrzennych modeli ruchu pojazdu, które najwierniej odzwierciedlają 
własności rzeczywistego samochodu.  

 

a.  
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b.   

c.   

 
Rys. 23. Odchylenia standardowe ugi ęcia zawieszenia z drog ą (patrz (16), na rysunku oznaczone 

jako OSUZ) w funkcji tłumienia wzgl ędnego (patrz (22), na rysunku oznaczone jako Gamt),  dla dróg 
klasyfikowanych w normie ISO [8] jako B (dobra, rys  a: „Droga 1”), C ( średnia, rys b: „Droga 2”), D 

(zła, rys c: „Droga 3”). Warto ści pr ędko ści ruchu pojazdu, od 10 do 120 km/h. Warto ść 0,12m to 
przyj ęty graniczny ruch roboczy zawieszenia  r zg  
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